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Sammanfattning

En ingenjor som skall 16sa problem idag maste kunna anvédnda sig utav numeriska metoder
och datorer for att l6sa problem. Ett populédrt och bra verktyg till detta &r MATLAB. Det
har undersokts hur polynominterpolation gors med hjalp av MATLAB och hur dess inbyggda
losare for differentialekvationer fungerar. Resultaten visar att storleken pa fel och berdkningstider
varierar kraftigt beroende pa vilka metoder och l6sare man tillampar.
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1 Inledning

Att arbeta som ingenjor innebér ofta att stilla upp matematiska modeller av verkligheten. Mo-
deller som sedan skall 16sas vilket i manga fall kan innebéra att berdkningarna blir sa komplexa
att hjalpmedel som datorer maste anvindas.

Numeriska metoder anvinds for att utfora berdkningar pa métdata och rena siffror, vilket i
princip alltid &r féorekommande nér verkligheten analyseras. For att bygga modeller utifran detta
anvinds interpolation for att rdkna fram polynomfunktioner, eller differentialekvationer som
beskriver fenomenet. MATLAB &r for detta ett synnerligen bra verktyg ty det har inbyggda
I6sare for differentialekvationer och det gar snabbt att l6sa ekvationssystem for att bestamma
polynom.

Fragestillningen som byggdes upp pa detta var:

Hur utfér man polynominterpolation med MATLAB?

Hur formuleras differentialekvationer av hogre ordning som sytem av forsta ordning?
Hur 16ses dessa system med MATLAB?

Hur implementerar man sjélv algoritmer, som Runge-Kutta?

Vilka for- respektive nackdelar har de olika metoderna?

Syftet var att forstad hur differentialekvationer 16ses med numeriska metoder i MATLAB.

Déaremot var inte syftet att presentera fardig MATLAB-kod utan endast teorin och matematiken
bakom. Att sen implementera det i MATLAB (eller liknande verktyg) ar ett kapitel for sig.
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2 Problem och syfte

Problemet &ar att losa differentialekvationer med numeriska metoder i MATLAB. Bade med
MATLABES inbyggda funktioner samt att implementera en egen.

Syftet &r att forsta hur differentialekvationer 16ses numeriskt och hur MATLABs funktioner beter
sig. Vilka for- respektive nackdelar de har.

2.1 Polynominterpolation

Polynominterpolation &r approximationer av kinda funktioner eller matdata med polynomserier
utav en given grad. En hogre grad medfor generellt en hégre noggranhet, men berdkningarna tar
léngre tid och funktionen kan bete sig underligt och ge orimliga svar.

Forsta problemet &r att bestimma andragradspolynomet ps(t) som approximerar funktionen
ft)=+vt, t=0,1,4 (2.1)

For att sedan jamfora polynomets virde med funktionens virde vid ¢t = 2, det vill séga hur stort
felet ar.

Nista steg ar att ldgga till punktien ¢ = 3 och bestdmma ett tredjegradspolynom, ps(t), till
samma funktion. For att aterigen jamfora virdena och felen.

I det andra problemet &dr det gammafunktionen som ska approximeras med ett fjardegradspoly-
nom, p4(t). Gammafunktionen dr kiind och defineras som:

I'(t) :/ = le™Tdr, t >0 (2.2)
0

Om argumentet till gammafunktionen &r ett heltal s& férenklas funktionen till:
P(n)=(n—-1)! (2.3)

Polynomet och funktionsvéirdena skall ritas i en figur och det relativa felet i en annan.

2.2 Arenstorf-banan

v =1+ 25 — ﬂylj\z £ ule—g = (2.4)
Yo = Yo +2y) — ﬂj% - M%; (2.5)
dar
Ni=/(y1 +p)?+y3, No=\/y1 — >+ 95
och
w=0,012277471, p=1—p
Begynnelseviardena

y1(0) = 0,994, o/, (0) =0, y2(0) = 0, 34(0) = —2,00158510637908252240537862224
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ger en periodisk bana. Periodtiden &r

T =17,0652166

Till att borja med skall differentialekvationerna 2.4 och 2.5 formuleras om till ett system av forsta
ordningen. Detta system skall sedan 16sas med valfri ODE-16sare i MATLAB. Noggrannheten i
problemet #r given till 1078, Slutligen skall en fasplot goras.

Nista problem &r att pd egen hand implementera Runge-Kuttan av fjirde ordning (RK4) i
MATLAB. Algoritmen skall sedan anvindas for att 16sa det ursprungliga problemet, vid olika
steglangder. Steglingden dr h = T'/n med start pa n = 1000, {or att sedan dubblera n tills man
for en bra figur.

Slutligen skall problemet 16sas med en &nnu hogre noggrannhet. Noggrannheten som sokes ar +1
km for | y(0) — y(T) |.

2.3 Kemisk reaktionskinetik

yi —]{11 0 0 Y1
Y=y =k —k O] v (2.6)
Y3 0 ka 0] |ys

Konstanterna k1 och ko bestdmmer reaktionshastigheten for y;(¢) respektive ya(t).

Problemet &r att 16sa differentialekvation 2.6 vilken &r formulerad som ett ett system av forsta
ordning. Detta med hjilp av (i MATLAB) en Runge-Kutta-metod, en Adams-metod och en me-
tod for styva system. Metoderna skall jamféras med avseende pa dess effektivitet, métt antingen
i antalet funktionsanrop eller i tid.
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3 Metod och utforande

3.1 Polynominterpolation

Allmént ges ett polynom av

Z cppt Tt (3.1)
k=1

dér n — 1 &r polynomets gradtal och n &r antalet interpolationspunkter.

Polynomets konstanter berdknas lampligen med matriser pa foljande satt

-1

‘1 0t ot ... t?*i v
2l [t 15 ..ty Y2 (3.2)
en 0 o2 gl Yn

vilket utfors mycket enkelt i MATLAB.

I forsta problemet ger ekvationerna 3.1 och 3.2 foljande:

pg(t) =c; +cot + Cgt2 (33)

c1 80 2] [
| = [t 1 43 Yo (3.4)
C3 tg t:lg t% Y3

Dér t,, ar de kéinda interpolationspunkterna och y,, ar de exakta vérdena fran den kidnda funk-
tionen f(t) (ekvation 2.1).

Felet ges av differensen mellan ps(2) och f(2).

For att forbéttra noggrannheten av interpolationen till f(¢) ldggs ytterliggare en interpolations-
punkt till. Nu fas istéallet ett tredjegradspolynom:

pg(t) =c1 +cot + Cgt2 + 03t3 (35)

Aven hir ges felet av differensen mellan p3(2) och f(2).

I nésta problem dir gammafunktionen &r given, den ska interpoleras med hjilp av ett fjar-
degradspolynom. Detta gors pa motsvarande sidtt som féregéende problem. Nér polynomet &ar
framtaget skall det relativa felet plottas i en figur, det relativa felet definieras som:

- p4(t%(;)r(t) (3.6)

3.2 Arenstorf-banan

Med hjalp av variabelsubstitutioner skrivs differentialekvationerna 2.4 och 2.5 om till ett system
av forsta ordningen.

Uy =Y
Ug = y/1
usz = Y2
Uy = Y
uy = yy
uy =Yy
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Da blir de ursprungliga differentialekvationerna, 2.4 och 2.5

Au1+u_ uy — fi

uh = uy + 2uyg — fi N, N (3.7)
. U3 us
uy = uz + 2ug — AN, RN (3.8)
och forsta derivatan av funktionen y(¢) blir d&

Uz

’r_ UIQ
ity = | 39

uy

I MATLAB skrivs detta ekvationssystem som en funktionen vilken kan anropas av MATLABs
ode-losare.

Runge-Kuttas metod av fjarde ordningen formuleras som foljer

ko= f(tr,yr)

h h
ke = flte+ oye+ Sk
2 f(k+2ayk+21)

h h
ks = f(te+ 5 Yk T ikz) (3.10)
ki = f(te +h,yr + hks

h
Y+l = Yk + g(lﬁ + 2ko + 2k3 + ka)

Hur detta implementeras i MATLAB ligger utanfor denna rapportens innehall.

3.3 Kemisk reaktionskinetik

Ekvationsystemet 2.6 16ses med hjilp av olika ode-losare i MATLAB. Losningsmetodens im-
plementering i MATLAB é&r analog med den i problemet med Arenstorf-banan. For att se hur
dmnena reagerar ritas deras funktioner i en figur. Da blir det mdjligt att grafiskt se nér systemet
nar jamvikt och tidsintervallet kan saledes optimeras. Berdkningstiden och antalet funktionsan-
rop for de olika 16sarnarna sparas for senare jamforelse.
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4 Resultat

4.1 Polynominterpolation
Konstanterna till andragradspolynomet po(t) bestdmdes till: ¢; = 0, ¢ = 1,1667 och ¢z =
~0,1667.

Foljande resultat fas: po(2)=1,6667 att jimfora med f(2) = v/2 ~ 1,4142 vilket ger ett fel pa
0, 2525.

Till tredjegradspolynomet ps(t) bestimdes motsvarade konstanter till: ¢ = 0, ¢co = 1,3453,
cg = —0,3900 och ¢4 = 0,0447

Det ger foljande resultat: p3(2) = 1,4880 vilket medfor att felet dr pa 0,0738. Skillnaden mellan
felen i bada fallen blir alltsa 0, 1786.

Konstanterna till fjardegradspolynomet p4(t) bestamdes till: ¢; = 1,0400, ¢c; = 0, ¢3 = 0,0167,
¢y = —0,1000 och c5 = 0,0433.

Function curves Relative error

—— Polynomial function
—— Gamma function
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Figur 1: Funktionskurvorna och relativa felet

4.2 Arenstorf-banan

Losaren (MATLABs ode45) behdvde 426 steg for att 10sa systemet.
RK4 behévde 16 000 steg for att 16sa samma system.
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Figur 2: Faskurva till arenstorf-bana 16st med MATLABs ode45

Figur 3: Faskurva till arenstorf-bana 16st med egen implementerad RK4-metod

For att fa den noggrannhet som eftersoktes i det sista delproblemet kravdes det mellan 64 000
till 128 000 till RK4.

4.3 Kemisk reaktionskinetik

Tabell 1: ODE-l6sarnas prestanda

losare | tid (s) | funktions anrop (antal)
ode4b5 1,3 11 947
ode113 | 1,6 8 244
ode23tb | 1.4 2 829

ode45 dr en Runge-Kutta-metod (av ordning fem), ode113 &dr en Adams-metod och ode23tb dr
en metod for styva system.
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Figur 4: Kurvor 6ver det kemiska reaktionsforloppet.

5 Diskussion och slutsats

5.1 Polynominterpolation

I forsta deluppgiften konstaterade vi direkt att felet blev stort nér vi endast hade andragradspoly-
nom som interpolerade funktionen. Tredjegradspolynomet forbattrade approximationen avsevart
jamfort med det forsta.

Gammafunktionens interpolation visar i grafen att vid interpolationspunkterna &r det relativa
felet lika med noll. Detta ses som sjdlvklart ndr den hér typen av interpolation anvinds, felet
mellan interpolationspunkterna kan déremot variera kraftigt. Nér vi plottade de olika funktio-
nerna mot varandra kunde vi tydligt se att desto ldngre fran sista interpolationspunkten vi kom,
desto storre blev felet.

5.2 Arenstorf-banan

Den egna RK4-metoden vi skrev gav visserligen samma resultat som MATLABs ode45, men
anvinde ett mycket storre antal steg for att 16sa problemet.

5.3 Kemisk reaktionskinetik

Metoden for styva system verkade i detta fall vara det bésta. Vi kunde konstatera att i det hér
problemet inte skiljde mycket mellan de olika metoderna i berdkningstid. Antalet funktionsan-
rop samt misslyckade forsok varierade dock kraftigt, men metoden for styva system fungerade
bést.
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A Teoretiska fragor med svar

1 Sant eller falskt: Det finns ett oéndligt antal matematiska funktioner som interpolerar en given
méngd datapunkter.
Sant.

2 Sant eller falskt: Da en kontinuerlig funktion interpoleras med ett polynom i ekvidistanta
punkter i ett givet intervall, s& konvergerar alltid polynomet mot funktionen da antalet
interpolationspunkter véxer.

Falskt.

3 Varfor &r interpolation med polynom av hog grad ofta daligt?
Hégre grad pa polynomet medfor att berdkningarna tar ldngre tid mot ett polynom av ligre
grad. Dessutom blir noggranheten samre vid dndpunkterna.

4a Har en differentialekvation (ensam) generellt en unik 16sning?
Nej.

4b Om den har det, varfér? Om inte, vilken ytterliggare information behdvs fér att en unik
16sning skall finnas?
Ett begynnelsevirde sd att konstanten/konstanterna i losningen kan bestdmmas vilket dd
ger en unik losning.

5a Vad menas med forsta ordningens ODE?
Att det inte finns nagon derivata av hégre ordning dn ett i ekvationen.

5b Varfor skrivs en ODE av hogre ordning vanligen ner till en ODE av forsta ordningen?
For att en ODE av forsta ordningen ar enklare att ldsa (dven som ett system) och det dar
latt att skriva algoritmer som utfor jobbet.

6 Skriv f6ljande system som ett forsta ordningens system:

y// _ —GMy, ur = N ulh = —GMuy;
= % =
! Yy +uy2 Uy = U 2 Y/ y2+y?
y// _ —GMy> ’ us = 1o = u/ _ —GMy2
2 Y vi+y3 w = 4 Vvitys
= us

7 Beskriv i ord skillnaden mellan det lokala och det globala felet som uppkommer da ett begyn-
nelsevérdesproblem for ett ODE 16ses numeriskt.
Lokala felet dr skillnaden mellan det exakta och det berdknade virdet. Det globala felet dr
summeringen av de lokala felen.

8 Vad menas med en numerisk metod av ordning p da en ODE 16ses?
Noggrannheten - Hogre ordning p ger generellt en béittre noggrannhet

9 Vad menas med styv ODE? Varfor kan en styv ODE vara svar att 16sa numeriskt?
En ODE som dr styv kan bli ostabil vid manga numeriska losningar, om inte steglingden
gors extremt liten. De dr svdra att [6sa numeriskt for att vissa metoder dr battre dn andra
och det kan vara svart att avgora vilken som skall tillémpas.

10 Vilken &r den enklaste numeriska metoden for att 16sa en styv ODE?
Adams-Moulton.

10



